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ATRATORES GLOBAIS E EXPONENCIAIS PARA MISTURAS DE
SOLIDOS COM LEI DE FOURIER

Jamille Ludimila Lopes de Almeida *
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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo do comportamento assintético das solu¢Ges de um sistema nédo
linear de equacdes diferencias parciais que modela mistura de sélidos com mecanismos de dissipacdo
ndo linear e lei de Fourier. Esse modelo ¢ muito utilizado na engenharia de reservatorios para a
modelagem matematica de fendmenos fisicos como o escoamento e distribuicdo de calor no meio
poroso. Usando a recente teoria de quase-estabilidade, provamos a existéncia de um atrator global
regular com dimensdo fractal finita, o qual € caracterizado como uma variedade instavel do conjunto
dos pontos estacionarios. A quase-estabilidade do sistema € obtida por meio de uma estimativa de
estabilidade que também implica a existéncia de um atrator exponencial generalizado.

Palavras-chave: Mistura de soélidos, Lei de Fourier, Atratores globais, Atratores

Exponenciais.

INTRODUCAO

Existem diversas aplicacdes da teoria de mistura de s6lidos no campo das ciéncias
bioldgicas, no campo da engenharia civil e na area da engenharia de reservatorios. Devido a
formacdo e construcdo do meio poroso, ele possui problematicas com alto nivel de
dificuldade. A complexidade se deve as caracteristicas do reservatorio (por exemplo,
heterogeneidade de permeabilidade e anisotropia) ou ao processo de recuperacdo de 6leo (por
exemplo, acéo capilar, gravidade e comportamento de fase) ou uma combinagdo de ambos. A
interpretacdo cinematica, a construcdo das equacbes de balango de massa e energia foi
proposta pelos autores Contieri (1937), Fliigge e Siegfried (1960) e Bowen (1980) onde houve a
aplicacdo da teoria das misturas através da relacdo entre escoamento e deformacdo utilizando
uma abordagem lagrangiana para o fluxo e analisando o comportamento de cada particula do
solido. Foi definido que nessa teoria a propriedade de potencial quimico é concedida a cada

componente.
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Para o caso especial em que o sélido é rigido e o fluido incompressivel, restricGes
adicionais devem ser usadas ao deduzir as restricbes termodinamicas (BOWEN, 1980, p. 1129).

Um trabalho mais recente Chueshov e Lasiecka (2010), estudou o comportamento
assintotico da solucéo para misturas dadas por

Prllee = A1 Upy — AWy +au —w) + B8, . + B8, . = 0em (0,L) x (0, T),

PaWer — Qyallye — BaoWye — alu — w) +y18; , +v268,, = 0em (0,L) x(0,T), (1)
b8y + baBay — K116y e — K200 + Bty + Bowye + a(8, —8,) =0em (0,L) x (0,T),
baB1e + baBor — K18y e — K2282.e + Y1llee + Y2 Wi — (8 — 87) = 0em (0,L) x (0, 7),

onde as componentes tinham duas temperaturas diferentes. Os autores provaram o decaimento
exponencial para uma classe genérica de materiais. No entanto, para condi¢des restritas e
considerando uma condicdo de contorno de Neumann, os autores concluiram que em geral, 0
sistema ndo é exponencialmente estavel; eles provaram que a solucdo decai polinomialmente
a uma taxa de t~*/2 . Os autores também provaram que esta taxa é 6tima para o modelo

estudado. Usando condicdo de contorno de Dirichlet, eles provaram o decaimento polinomial

-1/6
com taxa de t .

Todavia, quando a temperatura apresenta um comportamento isotérmico, a presenca
de termos dissipativos no sistema acoplado sdo suficientes para obter o decaimento
exponencial da energia do sistema. Esse foi o tema estudado por Quintanilla (2002) utilizando
a teoria de Eringen (1994) e Cemal (1994) para deduzir o modelo de sélidos elasticos porosos

no sistema abaixo:

P.Z,p — 032, —OsU,, +E(z,—u,)—p.z,.. =0 em (0,L)x(00m) (2)
Pulley — Uy — QaZ,, — E[zr_ u’r] =0 em [:D,L) X [D! m],

onde t&(z: —u.) e u.z,.. representam os termos dissipativos, £ = z(x,t) eu = ulx.t) szo
variaveis dependentes que descrevem o deslocamento do fluido e do material. Usando o
método da energia, 0 autor provou que a solugdo do sistema decai exponencialmente.

E importante destacar que todos os modelos citados acima sdo lineares e discutem
apenas a estabilidade exponencial e polinomial. No entanto, numerosos modelos que sdo
representados por equagOes diferenciais parciais e descrevem os fendmenos fisicos que
aparecem na engenharia sdo ndo lineares. Portanto é importante o estudo do comportamente

assintotico (comportamente futuro) das solucdes de tais modelos. Um ponto que verificamos
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que ainda ndo foi abordado na literatura é problemas de mistura de sélidos nédo lineares,
considerando a transferéncia de calor, bem como a existéncia de atratores globais e
exponenciais. Assim, o presente trabalho pretende ser uma nova contribui¢éo a este assunto.
Neste trabalho, consideramos o seguinte sistema que modela uma mistura de solidos
com damping ndo linear e lei de Fourier
PoZy— 012, — AU, +86,+ fi(z,u)=h; em (0,L)x(0,T),
Puller — Aallyy — A3Z,, + g(u) + fr(z,u) =h, em (0,L) % (0,T), 3
B, — kB, +86z,=0 em (0,L) x(0,T).
Aqui hy = hy(x) e h, = h,(x) representam as forcas externas, f,(z,u) e f5(z,u)

sdo termos de fonte ndo-lineares. O sistemas (3) é completado com as condi¢es contorno e

iniciais:
z(0,t) = z,(L,t) = u(0,t) = u (L, t) =8(0,t) =6(L,t) =0,t =0,
z(x,0) = z4(x),z,(x0) = z,(x),0 < x < L, (4)

u(x,0) = uglx),u,(x0) =u,(x),0 <x <L,
B(x,0) = 8,(x),0 < x < L.

Onde o deslocamento de cada constituinte e a temperatura, Sdo respectivamente:
z(x,t):[0,L] x [0,T] — R, u(x,t):[0,L] X [0,T] — R,B(x,t):[0,L] x [0,T] — E,
As densidades das massas séo descritas por p_ = 0,p, = 0 e as constantes positivas ¢,k e &
sdo relacionadas as hipoteses da termoelasticidade. Para i = 1,2,3 as constantes a; satisfaz a
relacdo abaixo:
a: < a,a, (5)

O deslocamento dos componentes do sistema é influenciado pelo aumento de volume
das particulas que tem origem na presenca do fluxo térmico. A figura abaixo sinaliza o
fendmeno:

Figura 1: Representacdo da mistura solida binéria sob o efeito do fluxo de calor.

Heat Flux
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Fonte: O autor

O principal objetivo desse trabalho € analisar o comportamento assintotico do sistema
dindmico associado ao problema (3)-(4) bem como sua aplicacdo na engenharia. Mais
especificamente, provamos a existéncia de um atrator global (entidades que descrevem a
dindmica assintdtica desses sistemas que permitem prever o estado futuro dos sistemas) suave
com dimensao fractal finita. Provamos também a estrutura geométrica do atrator, a saber, sua
caracterizacdo pela variedade instavel do conjunto das solucbes estacionarias do sistema.

Finalmente, provamos a existéncia de um atrator exponencial generalizado.
METODOLOGIA

Para obter nossos resultados, utilizamos métodos recentes de quase-estabilidade
desenvolvidos nos trabalhos de Chueshov e Lasiecka (2010) e Chueshov (2015). A seguir,
lembramos a definicdo de quase-estabilidade para sistemas dindmicos dissipativos.

Suponhamos que X, Y e Z séo espacos de Banach reflexivos com X compactamente
imerso em Y. Assumimos que 0 semigrupo 0 semigrupo 5(t) definido em um espaco de fase
H satisfaz as seguintes condicdes:

o Stz = (u(t),u.(t)).z=(u(0)u (0))e H=XxV,
e Afungdes u possui a seguinte regularidade
u € C([0,00);X) nC([0,00); ).
Definigdo: O sistema é dito quase-estavel sobre um conjunto limitado invariante B — H, se
existe uma seminorma compacta g, (+) definida no espaco X e fungdes escalares nao
negativas a(t), b(t) e c(t) sobre [0,c0) tais que:
e a(t) e c(t) sdo localmente limitadasem [0,00) ;

e b(t) € L*(0,00) possui a propriedade lim — b(t) =0;

e paratodo z,,z, €EB e t =0 asseguintes condi¢des:

5@®)z, —SOz13 < a®)lz, — 13,

15(t)z, —S(t)z,|; = b(t)|zy, — z,|5 + €(t) sup [_ux(ul{s] —u?(s) )]:

D=g=t

sdo satisfeitas. Aqui denotamos S(t)z; = (u"(rj,:.-,"r(rj) , i=12.
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A quase-estabilidade do nosso sistema foi provada por meio de uma desigualdade técnica
chamada de desigualdade de estabilidade. Com isso, a existéncia de atratores globais com
dimensdo fractal finita e suas propriedades de suavidade foram obtidas (veja Teorema 1

abaixo).
REFERENCIAL TEORICO

Assumimos as seguintes hipdteses com base no trabalho de Ma e Monteiro (2017):
Hipdteses:
a. As forcas externas h,, h, € L*(0,L);
b. Existe uma funcio F € C*(R?) tal que
VF = (f. f2);
c. Existeq = 1eC = 0talque
Vfi(zw)| <c(lzl,y + lul,_y + 1), =12;

d. Existem constantes 7 = 0,m; = 0 com

0=n<

2N,
Tal que
F(z,u) —n(lz)* + [ul®) — m;
Além disso,
VF(z,u) - (z,u) — F(z,u) = —n(lz]* + [ul®) — Mg
e. Assumimos que g € C*(R) é uma funcdo crescente com g(0) = 0 e existe m, M = 0
tal que
m<g(s)<MVseER.
Para obter os resultados sobre a existéncia e unicidade de solucgdes, reescrevemos o
sistema (3)-(4) em um problema de Cauchy equivalente e utilizamos a teoria cléassica de
semigrupos ndo lineares proposta por Chueshov e Lasiecka (2002). Gragas a boa colocacéo do

problema, podemos definir o semigrupo solucio (F£:5(t)). No estudo do comportamento
assintético do sistema, primeiro estabelecemos uma desigualdade bastante técnica,
usualmente chamada de desigualdade de estabilidade que desempenha papel importante para
provar a existéncia de atratores globais e suas propriedades. Essa desigualdade é dada no lema
a sequir.
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Lema. Suponhamos que as hip6teses (a-e) sejam satisfeitas, & = # & um conjunto limitado
positivamente invariante e que S(t)U’ = (z7, v/, z,7,u, 7, 7) sejam as solucdes do
sistema (3)-(4) com condicdes iniciais U' € B,j = 1, 2. Entdo existem constantes
g, ¥, Cg = 0 tais que:
E(t) < y,e " E(0) + C_F:, f;e""'ﬂtrﬂ}(llz{s} ||§j!J + [lu(s) IIEP) ds,
ondez=z'—z%e u=ut—u®

Essa desigualdade implica a quase-estabilidade do sistema dinamico (#£:5(t)). Em
seguida, provamos que o sistema dinamico (#£:5(t)) ¢é gradiente e que o conjunto de seus
pontos estaciondrios € limitado. Portanto a existéncia de atrator global e suas propriedades é
garatida por resultados abstratos no trabalho de Chueshov e Lasiecka (2010) .

RESULTADOS E DISCUSSAO

O problema (3)-(4) define um sistema dinamico (#,5(t)), onde 7 é o espaco de
Hilbert definido por:
H =H!N0,L)x H}(0,L) x L*(0,L) x L*(0,L) x L*(0, L),
eS(t): H = H éosemigrupo fortemente continuo dado por:
S(OUy = (2(), u(t), z. (1), u.(£),68(t)), t=o0.

Onde o lado direito € a Unica solucdo fraca do problema (3)-(4). O principal resultado

do nosso trabalho é dado no seguinte teorema:
Teorema. O sistema dinamico (:H‘, S{tj) possui atrator global 4 = F , com dimenséo

fractal finita. Além disso, A ¢é caracterizado por
A =MI(N) = {h € H : existe uma solugdo global e limitada U(t)

talque U(0)=he lim d(U(t),N) =0},
t——oo

onde A é o conjunto dos pontos estacionarios de (#,5(t)), isto &,

N i={h €H; S()h = h, ¥t = 0}.
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Comentario da prova: Como mencionado anteriormente, a prova € baseada nos métodos de
quase-estabilidade e Lyapunov. Primeiro, provamos uma desigualdade chamada de
desigualdade de estabilidade donde concluimos a quase-estabilidade do sistema dindmico. Em
seguida provamos que o sistema dinamico é gradiente com um fucional de Lyapunov
equivalente a norma do espaco de fase. Além disso, provamos que o conjunto de seus pontos
estacionarios € limitado no espago de fase. Finalmente, aplicamos os resultados abstratos de

Chueshov e Lasiecka para concluir a prova do teorema.

E importante ressaltar que os resultados contidos no teorema acima sio novos e
originais. Portando o presente trabalho contribui para um avanco significativo sobre dindmica

nao linear de sistemas de misturas de sélidos com lei de Fourier.

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, caracterizamos o comportamento assintético por meio de atratores
globais compactos de um sistema de mistura de sélidos com damping nao linear e lei de
Fourier pela primeira vez na literatura. Em vez de mostrar a existéncia de um conjunto
absorvente, provamos que o sistema é gradiente e assintéticamente compacto, e assim
obtemos a existéncia de um atrator global, que se caracteriza como uma variedade instavel do
conjunto de solucdes estaciondrias. Observe que a compacidade assint6tica para o problema
de mistura (3)-(4) com apenas uma dissipacdo (mesmo para o caso linear) leva a uma classe
de problema significativamente mais dificil e isso nunca foi considerado na literatura. Usamos
a recente teoria de quase-estabilidade desenvolvida por Chueshov e Lasiecka (2010) e
Chueshov (2015) diretamente em um conjunto positivamente invariante e limitado. Esta nova
e potente teoria implica a0 mesmo tempo a suavidade e a dimensdo fractal finita do atrator,

bem como a existéncia de atratores exponenciais.
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