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EXPLORANDO CURVAS POLARES NO ENSINO DE
MATEMATICA
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RESUMO

Este artigo tem como objetivo, destacar como o estudo das curvas em coordenadas polares,
desenvolvido em cursos de licenciatura, pode ser uma ferramenta poderosa para desenvolver
varias habilidades e praticas no Ensino da Matematica. A pesquisa trata-se da implementacédo de
aulas na disciplina intitulada Geometrias ndo Euclidianas, do curso de Licenciatura em
Matematica, da Faculdade Sesi de Educacéo. Puro fascinio! As curvas polares podem gerar uma
variedade infinita de formas, desde circulos e elipses, até curvas mais complexas como por
exemplo, espirais, limagons, rosaceas, cardioides, entre outras. Na Educagdo Bésica sdo estudadas
principalmente por suas propriedades e comportamentos matematicos, como concavidade, pontos
de inflexdo, tangéncias e mais temas afins. Para além do olhar matemaético, estas curvas
impulsionam o estudante na construcdo de uma maior flexibilidade cognitiva, pensamento
criativo e senso estético. E nesse compasso que Matematica e Arte se encontram, os objetos
matematicos sdo refinados e aprofundados, a expressdo critica e criativa se alargam no estudo e
desenvolvimento de cada curva. Inicialmente, os estudantes tiveram contato com as diferentes
formas de um sistema de coordenadas, das coordenadas cartesianas as polares. Neste ponto,
muitos perceberam suas dificuldades em Trigonometria. Desta forma, com a utilizacdo do
software de Geometria Dindmica, Geogebra, os futuros docentes tiveram a oportunidade de
ampliar a autonomia e o protagonismo a cada curva que era parametrizada, observando a
importancia de seus parametros, as novas formas, uma nova flor, uma nova rosacea. O espanto
expresso era o indicio de novas aprendizagens. Assim, a base tedrica apresenta-se estruturada nas
habilidades da BNCC e no trabalho de Baptista (2017). Os resultados apontam que os futuros
docentes puderam relacionar conhecimentos matematicos com arte, fomentando o pensamento
criativo e 0 senso estético.
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INTRODUCAO

Este trabalho traz uma das mais belas e intrigantes conexdes entre Arte e
Matematica. Esta conexdo, em particular, foi proporcionada pela experiéncia de estudar
as Curvas Polares. A relacdo entre a Matematica e a Arte € um tema fascinante que se

revela de diversas maneiras. Este estudo revela uma destas facetas que ocorre no contexto
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do estudo das Geometrias ndo Euclidianas, no momento em que tinhamos a necessidade
de estudar as coordenadas polares para algumas investigacdes matematicas.

O ambiente deste trabalho se d& em um curso de Licenciatura em Matematica da
Faculdade Sesi de Educacdo. Nesta Licenciatura em Matematica temos uma Unidade
Curricular denominada Geometrias ndo Euclidianas. Nesta unidade, em variadas
situacOes, necessitamos de usar diferentes sistemas de coordenadas. Assim, iniciamos
este modulo de trabalho resgatando as coordenadas cartesianas €, a partir delas, definindo
as coordenadas polares, apresentando suas diferencas e aplicagdes. Apds suas definicdes
e transformacdes de registros cartesiano para polar, e polar para cartesiano, iniciamos 0s
exercicios que se tornaram objeto deste trabalho.

O momento mais importante se deu ao utilizarmos o software de Geometria
dindmica “Geogebra”. Escrevemos algumas curvas no Geogebra e, utilizando do recurso
“seletor” do Geogebra era possivel modificar alguns parametros da curva. Foi
extraordinario observar as expressdes de puro fascinio. A cada parametro modificado,
modificava a curva, a rosacea ganhava novos contornos, eram as pétalas que ora
aumentavam em quantidade, ora aumentavam em seu tamanho. Assim, novas formas
desabrochavam a um simples click do mouse. A luz que brilhava nos olhos de cada
estudante era o despertar de uma paixdo. Era a Matemaética contagiando cada um deles
de paixao.

Resgatamos nesse processo algumas relacGes trigonométricas que haviam se
perdido no tempo, bem como conseguimos vislumbrar muitas habilidades descritas na
BNCC que este tema propicia.

Percebemos o quéo rico é o trabalho que envolve o desenvolvimento de tantas
praticas matematicas, resgate de relac6es trigonomeétricas, relac@es algébricas, mudancas
de parametros, mudanca de registro cartesiano para polar e polar para cartesiano. Estas
praticas, aparentemente tdo simples, permitem o desenvolvimento ndo apenas das
habilidades ja apontadas anteriormente, mas sobretudo de uma maior flexibilidade
cognitiva, pensamento criativo e senso estético. E nesse compasso que Matemética e Arte
se encontram, os objetos matematicos sdo refinados e aprofundados, a expressao critica e
criativa se alargam no estudo e desenvolvimento de cada curva. Este foi 0 maior ganho

deste trabalho.
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METODOLOGIA

Usando os recursos de uma aula expositiva, e uma abordagem dialdgica, inicimos
nosso trabalho, como na maioria das vezes, fazendo um resgate historico, tendo por
referéncia Boyer, (1996) e Eves (1992), apontamos que este tema, assim como qualquer
outro da matematica é historico e socialmente determinado.

Resgatamos nossas aulas em Unidades Curriculares anteriores, como as que
tratam de Geometria Analitica, para mostrar 0 momento em que passamos a representar
0s objetos Geométricos de forma Analitica. Vimos que esta passagem do Geométrico para
o Algébrico, sem deixar de lado a importancia das representacdes geométricas, ajuda a
organizar o raciocinio na resolucdo de situacGes problema e oferece uma poderosa
ferramenta de representacao de pontos e objetos matematicos no sistema de coordenadas
cartesianas.

Resgatamos brevemente as funcdes lineares e seus respectivos graficos, assim
como as exponenciais e logaritmicas. Ao resgatarmos as fungdes trigonométricas foi
necessario um cuidado um pouco maior, pois estas seriam ponto de partida para a
elaboracdo de algumas curvas em coordenadas polares.

Tendo por base Baptista (2017) que propde o resgate deste sistema de coordenadas
cartesianas antes de construir a ideia do sistema polar, assim o fizemos. Resgatamos as
coordenadas cartesianas, até que, para este grupo, este tema tornasse algo familiar. Assim
construimos as bases necessarias para iniciarmos um olhar para as coordenadas polares.

Agora € a vez do sistema de coordenadas polares. Assim como nas coordenadas
cartesianas, iniciamos fazendo um breve resgate historico. Vimos que Jean
Bernoulli (Boyer, 1996 p.286) nédo foi o criador deste sistema mas, ele é frequentemente
citado como um dos primeiros matematicos a utilizar e descrever sistematicamente as
coordenadas polares em seu trabalho. No entanto, é importante ressaltar que ele ndo
"inventou™ o conceito do zero, mas sim contribuiu para sua formalizacao e popularizacao.

Desta forma desenvolvemos o resgate histérico, para logo em seguida iniciarmos
a construcao deste sistema de coordenadas junto as alunas.

Baptista (2017, p.49) sugere a construgdo passo a passo, deste sistema de
coordenadas. Assim mostramos que consiste em, inicialmente escolhermos um ponto “O”
no plano que denominaremos de polo, ou origem do sistema. Uma semirreta com origem
em “O” denominada eixo polar. Este é, em geral, desenhado horizontalmente e a direita

do polo, para uma orientagéo positiva. Feito isto, escolhemos um ponto “P”” do plano cuja
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distancia a origem “O” sera denominado raio polar e o angulo (geralmente medido em
radianos) que este segmento de reta OP forma com o eixo polar é denominado angulo
polar. Enquanto as coordenadas cartesianas usam pares de valores (X, y) para descrever a
posicao de um ponto, as coordenadas polares usam um par de valores (r, 0), onde r (raio)
que representa a distancia do ponto a origem e 0 representa o angulo formado entre o
ponto, a origem e 0 eixo polar.

Assim iniciamos as representacdes neste sistema. O proximo passo foi plotar
pontos neste sistema de coordenadas.

Apo6s uma série de exercicios de diferentes plotagens de pontos, em diferentes
localizagdes do plano, iniciamos a mudanca de registro. Da representacdo polar para a
representacdo cartesiana e da representacéo cartesiana para a representacao polar. Entéo,
dado um ponto em coordendas polares transcrevermos o ponto em coordenadas
cartesianas, e vice e versa. Como tinhamos a intencdo de proporcionar as alunas,
professoras em formacgdo, situagcbes em que elas teriam a necessidade de coordenar
diferentes sistemas de registros de representacdo, providenciamos que as transformacdes
ndo fossem apenas algébricas, mas que ocorressem também a representacao nos sistemas
de coordenadas cartesiano e polar. Para isto, iniciamos fazendo coincidir o eixo polar com
0 eixo das abscissas do sistema cartesiano ortogonal e, da mesma forma, fazendo coincidir
a origem “O” do sistema polar com a origem do sistema cartesiano ortogonal. Estava
assim posto o cenario das transformacdes de coordenadas. Estava tudo pronto para a
mudanca de registro. Foram variadas situagdes, variadas transformacoes de registros em
diferentes localizagdes do plano.

O proximo passo foi desenvolvido com o software de Geometria Dindmica
“Geogebra”. Ferramenta de grande poténcia para este trabalho.

Neste ambiente do Geogebra propomos o desenvolvimento de algumas rosaceas.
Foi a partir daqui que a magia se estabeleceu. Foi a partir daqui que os olhos das alunas
brilharam. Foi a partir daqui que a Arte e a Matematica as contagiava de paixao.

O que me atrai € a curva livre e sensual, a curva que encontro nas
montanhas do meu pais, no curso sinuoso dos seus rios, nas
ondas do mar, no corpo da mulher preferida", Oscar Niemeyer.

Com o software de Geometria Dindmica Geogebra foi possivel modificar os
coeficientes e observar a transformagdo na imagem que isto promovia.

A cada curva parametrizada, um susto.
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A cada susto, uma nova aprendlzagem. Os olhos brilhavam com o despertar de

uma paixao.

r(x) = sen(x)

r(x) = sen(12x)

g = Curva(r(t) cos(t),r(t) sen(t),t,0,4 m)

x = sen(12 t) cos(t)
y = sen(12 t) sen(t)

}{}S <1257

Assim desenvolveu-se o trabalho que tanto fascinou nossos alunos, esses

professores em formacéo.

REFERENCIAL TEORICO

O referencial tedrico deste trabalho encontra-se prioritariamente na Base
Nacional Curricular, nossa BNCC e nas contribuicdes de Baptista (2017), e para 0s
resgates historicos nos apoiamos nos livros de histéria da Matematica dos seguintes
autores: Boyer (1996), Eves (1992).

RESULTADOS E DISCUSSAO

As curvas polares sdo um exemplo fascinante de como a Matematica e a Arte se
entrelacam, demonstrando a beleza e a criatividade que podem emergir de conceitos

matematicos aparentemente abstratos. O estudo dessas curvas revela simetrias, padrdes e
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formas que possuem uma estética mtrmseca, evocando a mesma sensacao de beleza que

encontramos em obras de arte visual.

t(x) = 10 sen(5 x) H “

a = Curva(r(t) cos(2t),r(t) sen(4t),,0,27)

® _ x=10sen(51) cos(21) }oﬂ:“s
y =10 sen(5t) sen(4 t)
+
™
= r(x) = 2 sen(13x) + 2
a = Curva(r(t) cos(3t),r(t) sen(31),t,0,27) :
® x= (2 sen(13 1) ~ 2) cos(3 1)

= y=(2sen(131)+2) sen(3t)}0§ts628

. ANA CHIPOCH

+
) ox) = 9 cos(Tx)+5 H [
Primavera = Curva(r(t) cos(t), rit) sen(t).t,037 7
@ %= (9 cos(7 1) - 5) coslt)
= 0<t<6.28
¥ = (9 cos(7 t) +5) sen(t) =t=
@3 PATRICIA BEVILAQUA
+ .
Primavera
PATRICIA BEVILAQUA
[:::::

CONSIDERACOES FINAIS

Puro fascinio!

Uma variedade infinita de formas essas curvas polares podem gerar, desde simples
circulos e elipses até curvas mais complexas e interessantes, como espirais, limacons,
rosaceas, cardioides, entre outras. Aqui, neste trabalho focamos apenas nas rosaceas.
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Na Matematica, estas curvas sao estudadas principalmente por suas propriedades
e comportamentos matematicos, como concavidade, pontos de inflexdo, tangencias e
assim por diante. Para além do olhar matematico, estas curvas impulsionam o estudante

na construcdo de uma maior flexibilidade cognitiva, pensamento criativo e senso estético.

r{x) = sen(12x)
s(x) = cos(8x) H a8
g = Curva(r(t) cos(t),r(t) sen(t),t,0,4 7) H 06
x = sen(12t) cos(t) T 3
=y =sen(121t) sen(t) } Oses1287 ok
f = Curva(s(t) cos(t).s(t) sen(t),t,0,4 )
o X cos(8 1) cos(t) 0<t<1257
y = cos(8 t) sen(t) ; == = - =
7i(x) = sen(4 x) {
a = Curva(zy(t) cos(t). zy(t) sen(t),t,0,4 =)
x—sen(dt) cos(t) | | _ _ i
= )= sen(4t) sen(t) } Ossa2er
¢
s
2
r(x) = 10 cos(7x-5)+2
Primavera = Curva(r(t) cos(t), r(t) sen(t),t,0,% 7)
x= (10 cos(7 t-5)+2) cos(t) | , _ .
= y=(10 cos(7t-5)+2) sen(t) } 0=t<628
a = Curva(r(t) cos(t),r(t) sen(t),t,0,2 =)
@ _ x=(10 cos(7-5)+2) co (';}D' —
y = (10 cos(7 t- 5) + 2) sen(t)

s Primavera
@  PATRICIA BEVILAQUA

+

PATRICIA BEVILAQUA

E nesse compasso que Matematica e Arte se encontram!

Os objetos matematicos sdo refinados e aprofundados, as expressdes critica e
criativa se alargam no estudo e desenvolvimento de cada curva.

A criacdo de curvas polares permite uma exploracdo criativa quase infinita.
Pequenas alteragdes nos parametros, como as que desenvolvemos neste trabalho, faz
gerar formas completamente novas, permite perceber a poténcia que estas equagdes
polares podem. Isso incentiva tanto nosso aluno de matematica, futuros professores,
quanto aos futuros alunos que com olhar de artistas vao explorar diferentes combinagoes
de valores para criar algo visualmente unico.

Este processo de experimentar com equacfes matematicas para obter resultados
visuais belos é um exemplo claro da convergéncia entre a Matematica e a criatividade

artistica.
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E nesse compasso que preparamos futuros professores para a tarefa docente. Esta
tarefa serd mais assertiva se eles conseguirem contagiar seus futuros alunos desta paixao.
Pois, de uma coisa sabemos. SO podemos ensinar aquilo que sabemos e s6 podemos

contagiar o outro de paix@o se n6s mesmos estivermos contagiados da mesma.
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