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RESUMO

Neste trabalho trataremos de um tépico de grande relevancia para o estudo de muitos contetidos
matematicos, principalmente quando se ha uma preocupagdo com uma fundamentagio
apropriada do assunto que se trabalha. O tema que aqui serd destacado ¢ a construgdo dos
Numeros Reais pelo método de Dedekind (1831 - 1916). A matematica € uma disciplina que se
encontra de modo direto presente e essencial na a vida de qualquer individuo, ainda que este ndo
se dé conta, e, além disso, € fato que o emprego e o uso dos nimeros reais € algo indispensavel
nessas aplicabilidades da matematica no cotidiano. Deste modo, abordar o tema em questdo
numa perspectiva historica e comumente ndo vista nos bancos escolares sera de grande
importancia para todos aqueles que buscam conhecer um pouco sobre o surgimento ¢ a
formalizagcdo dos ntimeros reais. Assim, o que sera abordado nio se direcionara apenas para
estudantes de matematica, mas também para todos aqueles que querem conhecer aspectos sobre
os quais se fundamenta a matematica tao utilizada no dia a dia. Visando um publico heterogéneo
a metodologia adotada tratard de todos os elementos importantes para a plena compreensao do
assunto. Iremos tratar desde os conceitos bem elementares até aqueles que necessitam de uma
abstragdo maior. Objetivamos também contribuir com o despertar do professor de matematica
em inserir nas suas aulas topicos historicos dos assuntos em estudo, os quais enriquecerdo os
conhecimentos dos alunos, além de tornar a aula diferenciada mediante a realidade geralmente
encontrada.
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INTRODUCAO

Suponhamos que um aluno da Educacdo Bésica persistisse em pedir-lhe para
explicar exatamente o que sdo os numeros reais, no sentido de onde surgem e sua
origem. Que explicacdo vocé daria ao aluno sem ter que tratar de conceitos algébricos
avangados? Apenas informa-lo de que ¢ um conjunto constituido por nimeros racionais
e irracionais? E de onde surgem tais numeros? O primeiro (os racionais) ¢
evidentemente claro e intuitivo a sua existéncia, mas € 0S irracionais, como O0s
matematicos formularam bases para tratar de tais nimeros tao “estranhos”?

O objetivo deste trabalho ¢ trazé-lo a um ponto onde vocé possa dar ao aluno
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uma resposta satisfatdria para esta questdo. Sua resposta pode ser breve, mas vocé deve
se sentir confiante de que pode fornecer o maximo de detalhes. O método mais simples,
porém sofisticado para construir os numeros reais ¢ atribuido a Richard Dedekind,
publicado em 1872. Este método ¢ o modelo que apareceu no primeiro capitulo da
primeira edi¢do do livro classico de Walter Rudin, “Principios de Anélise Matematica”.
O método foi considerado por muitos matematicos como um pouco cruel, pois
acreditavam ser de dificil absorcao.

Ele consiste em utilizar-se do Conjunto dos Numeros Racionais (com todas as
suas propriedades ja estabelecidas, como relacdo de ordem e da forma como as
operacdes foram definidas) e da nog¢do de corte ou se¢do para construir o Conjunto dos
Numeros Reais. Neste modelo, os nimeros reais sao definidos como sendo o conjunto
de cortes de Dedekind e tudo o que se espera desse conjunto (propriedades) sera feito
através de tais nogdes. Além de Dedekind, outros matematicos também propuseram
métodos para a constru¢do dos numeros reais, como Karl Weierstrass (1815 - 1897),
Charles Méray (1835 - 1911) e Georg Cantor (1845 - 1918). Porém, os mais aceitos
atualmente sao os fornecidos por Dedekind e Cantor.

A insatisfagdo de Dedekind em ndo se ter uma base aritmética na época para a
construcdo infinita dos numeros era notavel, e “gragas” a sua insatisfagdo podemos hoje
ter em maos uma forma simples, porém fina de definir os niimeros reais. E, com isso
temos mais uma ferramenta de estudo, que pode e deve ser inserida na sala de aula,
contribuindo com o desenvolvimento cognitivo do aluno, uma vez que este vera a
mateméatica estudada a partir de um angulo diferente. E uma oportunidade de
abordagem que fara toda a diferenca no aprendizado, pois novos mundos sdo abertos
quando o aluno se depara com fatos que evidenciam e revelam como acontece no campo
da ciéncia a constru¢do do conhecimento, mesmo que seja apenas a partir de um
exemplo.

A constru¢do em si do conjunto dos numeros reais nao sera possivel de ser feita
com todo o rigor matematico que deveria ser empregado, primeiramente pela auséncia

de certas demonstragdes, e principalmente por exigir defini¢des, resultados que nao
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cabem ser tratados a um aluno do Ensino Médio. Mas o essencial e considerado
indispensavel para a compreensdo sera destacado, sem mencionar que o foco maior é
trabalhar com um conjunto ja conhecido, o dos nimeros racionais, e introduzir um
conceito simples, mas abstrato a tal ponto que sera possivel o aluno compreender e
desenvolver habilidades cognitivas tdo buscadas pelos professores de matematica, que €
a de abstrair. Isto €, estd sendo ofertada a oportunidade de ir além, de poder olhar e
perceber que o que hoje se estuda ndo surge do nada. Dai surgira o despertar de

questionamentos e discussdes que antes nao existiam em sala de aula.

METODOLOGIA

A Construcdo dos Numeros Reais se dara em tdpicos, considerados
cronologicamente didaticos para o desenvolvimento do assunto, podendo também tal
abordagem ser feita pelo professor de matemadtica no Ensino Médio. Inicialmente sera
abordada a motivagdo para dada constru¢do do conjunto, isto ¢, por que Dedekind sentiu
a necessidade de uma formalizagdo mais precisa sobre os Numeros Reais (conjunto este
que nao existia ainda, havia apenas a men¢ao da existéncia de nimeros que ndo se
encaixavam no conjunto dos racionais). Deste modo, surge na nossa discussdo os
conceitos de comensurabilidade e, consequentemente, incomensurabilidade, uma vez
que desde a Antiguidade ja era sabido da existéncia de segmentos incomensuraveis. E,
posteriormente veremos que relagdo ha entre dado assunto com o tratado neste trabalho.

Para a constru¢do dos numeros reais utilizando a no¢ao de corte ou se¢do de
Dedekind, o faremos levando em consideracdo os seguintes topicos: analogia entre os
numeros racionais € os pontos de uma linha reta; continuidade de uma linha reta;
constru¢cdo dos niimeros irracionais; continuidade do dominio dos nimeros reais. Essa
cronologia dos topicos apresentada ¢ adotada em LOPES (2006), que se baseou na obra
de DEDEKIND (1963). Além da bibliografia citada, nossos estudos também se
fundamentaram em livros de Analise Matematica Real, os quais em sua grande maioria
dedicam um capitulo exclusivamente para tratar das propriedades referentes aos

Numeros Reais. Mas vale salientar que no que se refere a uma explana¢do sobre a
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constru¢do do conjunto, esta geralmente ¢ concisa e pouca abordada. Sendo papel do
leitor interessado buscar bibliografias extras para complementar sua leitura.

Neste trabalho nao temos a pretensao de fazer demonstragdes sobre alguns
resultados importantes que serdo citados, devido a nossa proposta estar voltada para
inser¢do do tema em aulas de matematica da Educacdo Bésica. Assim, quer-se mostrar
ao professor que ¢ possivel e pode-se ser ofertado aos seus alunos discussdes de
matematica que vao além de célculos e contas, que em sua grande maioria estes nao
atribuem sentido. Deste modo, o maior foco dos nossos estudos serdo as notas
historicas, e a apresentagdo de uma sequéncia légica e formal da construcdo feita por
Richard Dedekind. Apesar disso, a quem interessar tais demonstragdes, elas podem ser

encontradas facilmente nas referéncias indicadas.

RESULTADOS E DISCUSSOES

Antes de adentrarmos exatamente na constru¢do dos nimeros reais, precisamos
entender de onde surgiu a necessidade para tal. Como a construgdo que aqui sera feita
terd uma conexao direta com a reta, adiantamos que analogias entre nimeros e pontos
serdo feitas o tempo todo em nossos estudos. Segundo Avila (2005) “historicamente, a
primeira evidéncia da necessidade dos niimeros irracionais ocorre com a ideia de
incomensurabilidade”. Isso, porque desde a Antiguidade j& era conhecido a existéncia
de grandezas incomensuraveis, como, por exemplo, a diagonal de um quadrado com o

seu lado. Considere um quadrado de lado medindo 1 unidade, logo sua diagonal, pelo

teorema de Pitdgoras, mede \ﬁ, numero este desconhecido na época. Mas, afinal
definamos o que sdo segmentos comensuraveis: dois segmentos AB e CD sdo ditos
comensuraveis caso exista um segmento EF submultiplo destes. Fazendo uma analogia
da razdo AB/CD com o numero racional m/n, ou seja, dizer que a razdo entre dois
segmentos ¢ o numero racional m/n, significa que existe o segmento EF tal que m vezes

EF ¢ igual AB e n vezes EF ¢ igual a CD. Veja a representagdo abaixo.

Ab—tf—t—+ + 1+ 1 1 B
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. analogia 'entre' niimeros raciona s pontos de uma linha reta se daré a partir

das duas propriedades que se seguirdo. Mas, para tal Dedekind precisou a priori

estabelecer algumas propriedades no conjunto dos nimeros racionais, como a relagao de

ordem,

admitiu como validas a transitividade e a densidade, além de definir de maneira

informal a no¢do de corte e se¢do. Assim, partindo do pressuposto que dois ntimeros

raciona

is podem diferir, seguem as propriedades:

Propriedade 1: “

(¥

(i)

(iii)

corresp

Sea>beb>centioa> c. Sempre que a,c sdo dois numeros diferentes (ou
desiguais), e b é maior do que um e menor do que o outro, iremos, sem
hesitagdo devido a sugestdo das ideias geométricas, expressar brevemente este
aspecto afirmando: b estd entre os dois numeros a, c.

Se a, ¢ sdo dois numeros diferentes, existem infinitos numeros diferentes entre
a, c.

Se a é um numero qualquer, entdo todos os numeros do sistema Q caem em
duas classes, A; e A, cada uma delas contendo infinitos elementos; a primeira
classe A; compreende todos os numeros a; que sdo < a, a segunda classe A;
compreende todos os numeros a, que sao > a; o proprio numero a poderd
pertencer a primeira ou a segunda classe, sendo respectivamente o maior
numero da primeira classe ou o menor numero da segunda. Em qualquer um
dos casos a separacdo do sistema Q nas duas classes A;, A, é tal que todo o
numero da primeira classe A; é menor do que todo o numero da segunda

classe A>.” (DEDEKIND apud LOPES, 2006, p. 23).

Agora trabalhando com pontos da reta ao invés de nimeros, ¢ necessario ter uma

ondéncia de tudo o que foi feito nos racionais para com a reta. Para tal, ao invés

da no¢do de maior ou menor, teremos agora esquerda ou direta. Dai, dados p, q pontos

distintos da reta, p estara a direita de g, se p for “maior” que q ou q terd uma posi¢do a

esquerda de p, se q for “menor” que p.
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““

Propriedade 2:

(i) Se p esta situado a direita de q, e q a direita de r, entdo p esta a direita de r;
e dizemos que q esta situado entre os pontos p e r.

(ii) Se p, r sdo dois pontos distintos, entdo existe uma infinidade de pontos
situados entre p e r.

(ii1)  Se p é um ponto definido em L, entdo todos os pontos em L pertencem a duas
classes, P;, P, cada qual contendo infinitos elementos; a primeira classe P,
contém todos os pontos p;, que estao a esquerda de p, e a segunda classe P,
contém todos os pontos p, que estdo a direita de p; o proprio ponto p
podera pertencer a primeira ou a segunda classe. Em qualquer um dos
casos a separagdo da linha recta L nas duas classes ou por¢oes P;, P, é tal
que todo ponto da primeira classe P; esta a esquerda de todo ponto da

segunda classe P, ”. (DEDEKIND apud LOPES, 2006, p. 23).

J& evidenciadas ambas as propriedades que sdo bases para que seja estabelecida
uma analogia entre pontos de uma reta e os nimeros racionais, percebe-se que ha a
necessidade de ser estabelecido um ponto, que o denominaremos de origem € o
representaremos pela letra “o0”, e um segmento (unidade de medida) que sera utilizado
com o intuito de medir outros segmentos. Logo, para todo numero racional a dado sera
possivel obter um ponto p na reta L tal que o comprimento do segmento op € o
correspondente ao niumero a, € assim diremos que o ponto p da reta corresponde ao
numero a. O ponto p estara a esquerda ou a direita de “0” se a € negativo ou positivo,
respectivamente. Portanto, para cada numero racional dado, existe um e um tnico ponto
p na reta que corresponde a tal nimero, considerando que o ponto “o0” corresponde ao
niimero zero.

Feita a analogia entre reta e o conjunto dos nimeros racionais veremos de onde

surge a necessidade da constru¢do dos numeros irracionais. E tal fato baseia-se na
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concepgdo que na reta existem infinitos pontos que ndo correspondem aos niimeros
racionais. De fato, pois se assim nao o fosse, todo segmento op seria comensuravel com
a unidade de medida estabelecida. O que ndo ¢ verdade, uma vez que ja era sabido
desde a Grécia Antiga que existem infinitos segmentos que sdo incomensuraveis com a
sua unidade de medida, como ¢ o caso do exemplo do quadrado ja exposto acima.

Logo, ¢ preciso estender o conjunto dos racionais de modo que se obtenha um

N A2

conjunto “tao” continuo como a reta. Mas, em que consiste esta continuidade da reta,

em que bases formais se explica tal afirmagao?

(13

. noés atribuimos a recta a qualidade de ser completa, sem
lacunas, ou seja, continua. Mas esta continuidade, em que
consiste? Tudo deve depender na resposta a esta questdo, e
somente através dela obteremos uma base cientifica para a
investigacdo de todos os dominios continuos.” (DEDEKIND
apud LOPES, 2006, p. 25).

Dedekind explica e/ou caracteriza a continuidade da reta na inversao da seguinte
propriedade: Todo ponto da reta a decompde em duas partes, onde todo ponto da
primeira estd a esquerda de todo ponto da segunda parte. Logo, baseia-se no principio
de que

“Se todos os pontos da linha recta pertencerem a duas classes tal
que todo o ponto da primeira classe esta a esquerda de todo o
ponto da segunda classe, entdo existe um e um sO6 ponto que
produz esta divisdo de todos os pontos em duas classes,
separando a linha recta em duas por¢des.” (DEDEKIND apud
LOPES, 2006, p. 26).

Considerando que tal afirmacdo ndo poderia jamais ser demonstrada, Dedekind a
considera como axioma e, assim pensa a continuidade da reta. Este também ndo
demonstrou a unicidade do ponto mencionado no axioma, mas esta pode ser feita da
seguinte forma: Considere que existem dois pontos distintos p € p’ que facam a
decomposic¢ao da reta em duas partes, L, e L,, de tal modo que, todo ponto de L, esteja a

esquerda de todo ponto de L,. Sem perda de generalidade, consideremos que p esta a

esquerda de p’, e pelo item (ii) da propriedade 2, existem infinitos pontos p~ entre p e
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p’. Logo, cada um dos pontos p situa-se a direita de p e a esquerda de p’, o que implica
pelo item (iii) da propriedade 2 que p~ pertence a L; e L, o que ¢ absurdo, considerando
o principio da continuidade da reta.

Para a constru¢ao dos numeros irracionais, comecemos com a defini¢do de corte
ou sec¢do, que por sinal, ja nos foi apresentada, porém sob o aspecto de propriedade.
Definicao (de Corte ou se¢do): Uma qualquer separacdo do conjunto dos numeros
racionais em duas classes, A; e A,, tal que todo nimero de A; ¢ menor do que todo
nimero em A2 consiste numa se¢ao, que ¢ denotada por (A}, A,).

Logo, ja nos segue de imediato, considerando que existem infinitos pontos da
reta que nao correspondem aos niimeros racionais, que
Afirmacdo: Nem todas as se¢des sdo produzidas por nimeros racionais.

A demonstracdo desse fato encontra-se em LOPES (2006, p. 27) e consiste na
seguinte ideia: Considere d um inteiro positivo e diferente de um quadrado perfeito,
entdo existe p pertencente aos inteiros positivos, tal que p>< d < (p+1)

Tome A, = {a, € Q% a2 > d} e A)= Q — A,, onde os simbolos Q ¢ QF
representam o conjunto dos nUmeros racionais € o dos racionais positivos,
respectivamente, A separacao de Q em A; e A, forma uma se¢do (A, A,), isto ¢, todo
elemento a; pertencente a A; ¢ menor que qualquer elemento a, pertencente a A, De
fato, se a; < 0, por defini¢do do conjunto A,, temos que a; < a,, para todo a,
pertencente a A; . Agora suponhamos a; > 0, entdo a;><d e d < a,%, 0 que resulta a; <
a,, para todo a; pertencente a A; Logo, (A, A;) ¢ uma secao.

A partir de agora, € preciso mostrar que (A;, A;) ndo € produzida por um niimero
racional, para que seja concluido que existe um nimero infinito de se¢des que ndo sio
originadas por numeros racionais. Primeiro mostra-se que ndo existe um nimero
racional cujo quadrado seja igual a d. E, posteriormente que ndo existe elemento
maximo em A; e minimo em A,. Concluindo assim que a se¢do (A;, A;) ndo ¢é
produzida por um nimero racional, e, portanto existem infinitas segdes ou cortes que

nao o sao.
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Logo, sempre que se ha uma se¢do produzida por um nimero que ndo seja
racional, esta o ¢ feita por um nimero irracional, o qual esta definido pelo corte. Mas,
construir os numeros irracionais nao ¢ suficiente para se ter o conjunto dos nimeros
reais. Avila (2005, p.59) coloca que “... ndo basta apenas juntar a Q os novos elementos
para obter R. Este conjunto precisa ter a estrutura que dele se espera; dai temos que
definir nele as operagdes usuais de adi¢do e multiplicagdo, etc., e a relagdo de ordem”.

Assim, a construgdo nao para por aqui, mas a ideia principal, real interesse desse
trabalho, ja foi exposta e que condiz com que o aluno da Educacdo Basica precisa
conhecer do assunto. Conceitos algébricos complicados para a compreensao do aluno
nao condiz com a finalidade da proposta do tema, logo decidiu-se parar a construcao
nessa etapa, pois basta mencionar a partir este momento que as operagdes que ja
conhecemos para o conjunto dos numeros reais, como suas propriedades sdo definidas e
verificadas com a nog¢ao de corte e/ou se¢do. E s a partir de entdo, e através de outros
estudos de matematicos que se preocuparam com essa questdo, que temos o conjunto

com a sua estrutura a qual conhecemos hoje.

CONCLUSAO

A construcdo dos numeros reais pelo método de Dedekind possui uma
simplicidade que permite uma abordagem até¢ mesmo voltada para alunos da Educacao
Basica, em especial para alunos do Ensino Médio. Os conceitos e ideias envolvidas na
constru¢do, como evidenciados, podem e sdo desenvolvidos de forma empirica,
possibilitando uma compreensao mais rapida do que estd sendo feito.

A aplicagdo do contetido na forma que foi exposta no topico anterior pode ser
um tema de leitura e discussdo em aulas de matematica. O aluno tera a oportunidade de
familiarizar-se com o texto matematico, que mesmo possuindo uma linguagem simples,
j& apresenta elementos importantes que o este precisa conhecer, como as nogdes
referentes a propriedades, demonstragdes e definigdes. Além de requerer uma abstracao
que faga o individuo entender todas as situagdes de forma generalizada, por exemplo, na

constru¢do dos numeros irracionais € necessario compreender que o nimero “d” usado
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para a obten¢do da secdo ¢ tdo geral, que a partir daquela construgdo ja conseguimos
garantir a existéncia de infinitos cortes que nao sdo produzidos por nimeros racionais.
Esse tema torna-se importante também na medida em que deve ser de
conhecimento de todo professor de matematica, pois s6 assim este terd condigdes de
oferecer para seus alunos a explica¢do de qualquer duvida que venha a surgir quanto a
construgio do conjunto dos niimeros reais, ou dividas referentes a essas questdes. E
importante que o professor tenha conhecimentos histéricos e complementares de cada
assunto que ¢ visto em sala, podendo tornar sua aula rica e quebrar a falsa ideia de que a
matematica ¢ resumida apenas a calculos e contas, que muitas vezes sdo tidas pelos
alunos como intteis. E nesse sentido que se percebe uma deficiéncia muita grande na

forma que os conteudos matematicos sdo tratados em sala de aula.

REFERENCIAS

AVILA, Geraldo S. S. Analise Matematica para Licenciatura. 2. Ed, Sdo Paulo,
Edgard Bliicher, 2005.

LIMA, Elon L. Analise Real volume 1: fun¢io de uma variavel. 10. Ed, Rio de
Janeiro, IMPA, 2010.

LOPES, Paula C. R. Constru¢cio dos numeros reais. 2006. 153 f. Dissertacao
(Mestrado em Matemadtica) — Departamento de Matematica e Engenharias, Universidade
da Madeira, Funchal, 2006. Disponivel em:
http://digituma.uma.pt/bitstream/10400.13/179/1/MestradoCristinaLopes.pdf. ~ Acesso:
20 de fev. de 2015

NERI, Cassio; CABRAL, Marco. Curso de Analise Real. Instituto de Matematica -
Universidade Federal do Rio de Janeiro. Rio de Janeiro, 2011. Disponivel em:

http://www.labma.uftj.br/~mcabral/textos/curso-analise-real-a4.pdf. Acesso: 9 de jul. de
2015.

SPIVAK, Michael. Calculo infinitesimal. Reverté, 1996.


http://digituma.uma.pt/bitstream/10400.13/179/1/MestradoCristinaLopes.pdf
http://www.labma.ufrj.br/~mcabral/textos/curso-analise-real-a4.pdf

